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Przestrzenie L∞ (funkcji istotnie ograniczonych)

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ z miar¡.

Def. Funkcja mierzalna x : Ω→ F jest istotnie ograniczona,
je±li jest ograniczona poza zbiorem miary zero. Zbiór takich funkcji

L∞(µ) := {x : Ω→ F mierzalna : ∃A∈Σ,µ(A)=0 sup
t∈Ω\A

|x(t)| <∞}

tworzy przestrze« liniow¡ nad F = R,C, gdzie

(x+y)(t) := x(t)+y(t), (λx)(t) := λx(t)

(
dziaªania

okre±lone

punktowo!

)

Elementy przestrzeni L∞(µ) maj¡ sko«czone supremum istotne

‖x‖∞ := inf
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|= min
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|

Uwaga: ‖x‖∞ = 0 ⇐⇒ µ({t ∈ Ω : x(t) 6= 0}) = 0
def⇐⇒ x

µ-pw
= 0
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Konwencja:

W przestrzeni L∞(µ) uto»samiamy funkcje równe µ-pw

(formalnie elementami L∞(µ) s¡ klasy abstrakcji relacji y
µ-pw
= x)

Wtedy (L∞(µ), ‖ · ‖∞) jest przestrzeni¡ unormowan¡!

Thm. L∞(µ) z norm¡ ‖x‖∞ jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód:

Uw. xn
L∞−→ x ⇐⇒ xn|Ω\A ⇒ x |Ω\A gdzie µ(A) = 0, A ∈ Σ

Prz. Je±li µ miara licz¡ca, to szczególnymi przypadkami L∞(µ) s¡

B(Ω) := {x : Ω→ F : supt∈Ω |x(t)| <∞} z norm¡
‖x‖∞ := supt∈Ω |x(t)| (przestrze« funkcji ograniczonych)

`∞ z norm¡ ‖x‖∞ = supk∈N |x(k)|
Fn z norm¡ ‖x‖∞ = maxk=1,...,n |x(k)|
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Klasyczne przestrzenie Banacha (±ci¡gawka)

W poni»szej tabelce p ­ 1.

Ozn. przestrze« Banacha norma

B(Ω) funkcje ograniczone ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)|

Cb(Ω) funkcje ci¡gªe i ograniczone ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)|

C0(Ω) funkcje ci¡gªe, znikaj¡ce w niesko«czono±ci ‖x‖∞ = max
t∈Ω
|x(t)|

Lp(µ) �funkcje� caªkowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

(∫
Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p

L∞(µ) �funkcje� istotnie ograniczone ‖x‖∞ = inf
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|

`∞ ci¡gi ograniczone ‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|

`p ci¡gi sumowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|x(t)|p
) 1

p

c ci¡gi zbie»ne ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|

c0 ci¡gi zbie»ne do zera ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|
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Operatory ograniczone

(X , ‖ · ‖) i (Y , ‖ · ‖) ustalone przestrzenie unormowane.

Def. Operatorami nazywamy odwzorowania liniowe T : X → Y .

Powiemy, »e operator T jest ograniczony je»eli

∃C­0 ∀x∈X ‖Tx‖ ¬ C‖x‖
(

nierówno±¢

ograniczono±ci

)
Norm¡ operatora nazywamy najmniejsz¡ staª¡ C w powy»szej nierówno±ci

‖T‖ := inf{C : ‖Tx‖ ¬ C‖x‖ dla ka»dego x ∈ X}

Stw. ‖T‖ = sup‖x‖¬1 ‖Tx‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖
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Operatory ograniczone

(X , ‖ · ‖) i (Y , ‖ · ‖) ustalone przestrzenie unormowane

Def. Operatorami nazywamy odwzorowania liniowe T : X → Y .

Powiemy, »e operator T jest ograniczony je»eli

∃C­0 ∀x∈X ‖Tx‖ ¬ C‖x‖
(

nierówno±¢

ograniczono±ci

)
Norm¡ operatora nazywamy najmniejsz¡ staª¡ C w powy»szej nierówno±ci

‖T‖ := inf{C : ‖Tx‖ ¬ C‖x‖ dla ka»dego x ∈ X}

Stw. ‖T‖ = sup‖x‖¬1 ‖Tx‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖

Dowód: Zauwa»my, »e ‖Tx‖ ¬ ‖T‖ · ‖x‖, dla x ∈ X . Zatem

C := sup
‖x‖=1

‖Tx‖ ¬ sup
‖x‖¬1

‖Tx‖ ¬ ‖T‖. (†)

Czyli ‖T‖ <∞ =⇒ C <∞. Je±li C <∞, to dla x ∈ X \ {0} mamy

‖ x
‖x‖‖ = 1 =⇒ ‖T x

‖x‖‖ ¬ C ⇐⇒ ‖T (x)‖
‖x‖ ¬ C ⇐⇒ ‖Tx‖ ¬ C‖x‖.

St¡d ‖T‖ ¬ C . Z zatem z (†) teza. �

T jest ograniczony
⇐⇒ ‖T‖ <∞
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Tw. Dla dowolnego operatora liniowego T : X → Y NWSR:

(1) T jest ograniczony

(2) T jest odwzorowaniem ci¡gªym

(3) T jest ci¡gªe w pewnym punkcie x0 ∈ X

(4) T jest ci¡gªe w zerze

Dowód: (1)⇒(2). Ograniczony T ma wªasno±¢ Lipschitza:

‖Tx − Ty‖ = ‖T (x − y)‖ ¬ ‖T‖‖x − y‖.
Zatem x → y =⇒ Tx → Ty . Czyli T jest odwozorowaniem ci¡gªym.

(2)⇒(3). Jasne (funkcja jest ci¡gªa
def⇐⇒ jest ci¡gªa w ka»dym punkcie)

(3)⇒(4). Je±li xn → 0, to xn + x0 → x0. Zatem T (xn + x0)→ Tx0 z

zaªo»enia. St¡d Txn = T (xn + x0)− Tx0 −→ Tx0 − Tx0 = 0 = T (0).
Czyli operator T jest ci¡gªy w zerze.

(4)⇒(1). Zaªó»my, »e T nieograniczony. Wówczas istnieje {xn}∞n=1

taki, »e ‖xn‖ = 1 oraz ‖Txn‖ ­ n, n ∈ N. Wtedy ‖ xn√
n
‖ = 1√

n
→ 0,

czyli xn√
n
→ 0, oraz ‖T xn√

n
‖ = 1√

n
‖Txn‖ ­ 1√

n
· n =

√
n→∞. Zatem

T nie jest ci¡gªy w zerze. �

Operator liniowy jest
ograniczony ≡ ci¡gªy
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Prz. 1 (caªkowanie)

Niech X := L1(µ) oraz Y := F. Wtedy caªka

Tx :=

∫
Ω

x(t) dµ(t), x ∈ L1(µ),

jest operatorem ograniczonym T : L1(µ)→ F oraz ‖T‖ = 1:

|Tx | =

∣∣∣∣∫
Ω

x(t) dµ(t)

∣∣∣∣ ¬ ∫
Ω

|x(t)| dµ(t) = 1 · ‖x‖1,

sk¡d ‖T‖ ¬ 1. Z drugiej strony bior¡c dowolny zbiór mierzalny
A ⊆ Ω taki, »e 0 < µ(A) <∞ i kªad¡c x := 1

µ(A)
1A mamy∫

Ω

x dµ =

∫
Ω

1

µ(A)
1A dµ = 1,

czyli ‖x‖1 = 1 oraz |Tx | = 1, sk¡d 1 ¬ ‖T‖. Czyli ‖T‖ = 1.
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Prz. 2 (Ró»niczkowanie)

Niech X := C (1)([0, 1]) przestrze« funkcji ró»niczkowalnych w
sposób ci¡gªy i niech Y = C ([0, 1]). Obie przestrzenie
rozpatrujemy z norm¡ supremum. Operator ró»niczkowania
T : X → Y

(Tx)(t) := x ′(t) x ∈ C (1)([0, 1]), t ∈ [0, 1],

jest poprawnie okre±lony i liniowy oraz T jest nieograniczony!
Rzeczywi±cie, dla xn(t) = tn mamy

‖xn‖∞ = 1 oraz ‖Txn‖ = ‖x ′n‖∞ = sup
t∈[0,1]

|ntn−1| = n→∞.

Standardowa norma na przestrzeni C (1)([0, 1]) jest dana wzorem

‖x‖1 = ‖x‖∞ + ‖x ′‖∞ = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x ′(t)|.

Z t¡ norm¡ na X operator T jest ograniczony oraz ‖T‖ = 1.
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Prz. 3 (Mno»enie przez funkcje)

Niech X = Y = Lp(µ), 1 ¬ p <∞. Dla a ∈ L∞(µ) wzór

(Tx)(t) := a(t)x(t), x ∈ Lp(µ), t ∈ Ω,

de�niuje operator liniowy T : Lp(µ)→ Lp(µ). (dla F = C )

Ponadto ‖T‖ = ‖a‖∞. Nierówno±¢ ‖T‖ ¬ ‖a‖∞ wynika z

‖Tx‖p =
(∫

Ω
|a(t)x(t)|p dµ

) 1
p

¬
(∫

Ω
‖a‖p∞ · |x(t)|p dµ

) 1
p = ‖a‖∞ · ‖x‖p.

Poªó»my An := {t : |a(t)|p ­ ‖a‖p∞− 1/n} oraz xn := 1
µ(An)1/p

1An .

Wtedy ‖xn‖p = 1 oraz

‖Txn‖pp = 1
µ(An)

·
∫
An
|a(t)|p dµ

­ 1
µ(An)

·
∫
An
‖a‖p∞ − 1

n
dµ = ‖a‖p∞ − 1

n
.

Zatem ‖Txn‖p → ‖a‖∞ i st¡d ‖T‖ ­ ‖a‖∞.
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Prz. 4 (Operator kompozycji - zamiana zmiennych)

Niech X = Y = C (Ω) gdzie Ω zwarta i niech ϕ : Ω→ Ω
odwzorowanie ci¡gªe. Skªadanie z odwzorowaniem ϕ

(Tx)(t) := x(ϕ(t)), x ∈ C (Ω), t ∈ Ω,

de�niuje operator ograniczony T : C (Ω)→ C (Ω) oraz ‖T‖ = 1.

Nierówno±¢ ‖T‖ ¬ 1 wynika z

‖Tx‖∞ = supt∈Ω |x(ϕ(t))| = sups∈ϕ(Ω)⊆Ω |x(s)|
¬ sups∈Ω |x(s)| = ‖x‖∞.

Bior¡c x ≡ 1 (funkcja staªa, równa 1) mamy ‖x‖∞ = 1 oraz
‖Tx‖∞ = 1. Zatem 1 ¬ ‖T‖. St¡d ‖T‖ = 1.

Prz. 5 (Operator kompozycji na Lp)

Niech X = Y = Lp[0, 1], p ­ 1, oraz ϕ(t) = t2. Pokaza¢, »e
wzór (Tx)(t) := x(ϕ(t)) de�niuje ograniczony operator

T : Lp[0, 1]→ Lp[0, 1] oraz ‖T‖ = 2
1
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Tw. (Zasada ci¡gªego przedªu»ania operatorów)

Operator ograniczony T : X0 → Y okre±lony na g¦stej
podprzestrzeni X0 ⊆ X o warto±ciach w przestrzeni Banacha Y
przedªu»a si¦ jednoznacznie do ograniczonego operatora
T : X → Y oraz ‖T‖ = ‖T‖.

Dowód: Niech x0 ∈ X = X0. We¹my {xn}∞n=1 ⊆ X0 zbie»ny do
x0. Wtedy {Txn}∞n=1 ⊆ Y jest Cauchy w Y , gdy»

‖Txn − Txm‖ ¬ ‖T‖ · ‖xn − xm‖ −→ 0, przy n,m→∞.
Skoro Y zupeªna, to {Txn}∞n=1 jest zbie»ny do pewnego y0 ∈ Y .

Granica y0 nie zale»y od wyboru ci¡gu {xn}∞n=1.

Kªad¡c Tx0 := y0 otrzymujemy poprawnie zde�niowany operator
T : X → Y b¦d¡cy przedªu»eniem T . Ponadto

‖Tx0‖ = lim
n→∞
‖Txn‖ ¬ lim

n→∞
‖T‖ · ‖xn‖ = ‖T‖ · ‖x0‖.

Czyli T jest ograniczony oraz ‖T‖ ¬ ‖T‖.
Nierówno±¢ ‖T‖ ¬ ‖T‖ jasna, bo T jest przedªu»eniem T . �
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