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Przestrzenie L (funkgji istotnie ograniczonych)

Niech (2, X, 1) bedzie ustalona przestrzenia z miara.

Def. Funkcja mierzalna x : Q — F jest istotnie ograniczona,
jesli jest ograniczona poza zbiorem miary zero. Zbiér takich funkcji

L>(p) :== {x : Q — F mierzalna : Jacs ;a0 sup [x(t)| < oo}
teQ\A

tworzy przestrzen liniowa nad F = R, C, gdzie

dziatania
(x+y)(t) == x(t)+y(t), (Ax)(t) := Ax(t) ( okreslone >

punktowo!

Elementy przestrzeni L*°(u) maja skoficzone supremum istotne
X||oo := inf sup |[x(t)|= min sup |x(t
[Ix] u(A):otGQ\A’ (O min] ttQ\A\ (1)l

Uwaga: [|xlc = 0 <= pu({t € Q: x(t) #0}) =0 <L x "2 0
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Konwencja:

W przestrzeni L>°(u) utozsamiamy funkcje réwne p-pw

(formalnie elementami L (1) sa klasy abstrakcji relacji y “£" x)
Wtedy (L*°(p), || - ||oo) Jest przestrzenig unormowana!

Thm. L*(x) z norma ||x||« jest przestrzenia Banacha.

Dowadd:

L% . P
Uw. x, — X <= X,|a\a = X|o\a gdzie u(A) =0, Ac X

Prz. Jesli ;o miara liczaca, to szczegdlnymi przypadkami L*°(u) sa
o B(Q) :={x:Q — F :sup,cq|x(t)] < oo} z norma
|X||oo := supseq |x(t)| (przestrzen funkcji ograniczonych)
® (> z norma |[x||oc = supxen [x(K)|
o " z norma [|x||cc = maxk—1,n|x(k)]
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Klasyczne przestrzenie Banacha (Sciaggawka)

W ponizszej tabelce p > 1.

Ozn. | przestrzen Banacha norma
B(€2) | funkcje ograniczone 1] oo = Sup |x(t)]
Cp(2) | funkcje ciagte i ograniczone 1] oo = Sup |x(t)]
Co(R2) | funkcje ciagte, znikajace w nieskoAczonosci | ||x]|oo = ma& [x(t)]
te
»
LP(u) | ,funkcje”’ catkowalne w p-tej potedze Ix]lp = (f |x(t)|P du)
Q
L>°(w)| ,funkcje” istotnie ograniczone [[x|loo = inf sup |x(t)]
wA)=0tc\ A
£ ciagi ograniczone [Ixlco = sup |x(k)|
ke
P ciagi sumowalne w p-tej potedze Ix]lp = (Z |x(t)]P )
c ciagi zbiezne 1] oo = rpax [x(k)]
— = X
o) ciagi zbiezne do zera [1%]] 0o max |x(k)]
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Operatory ograniczone

(X1 i (Y, ) ustalone przestrzenie unormowane.

Def. Operatorami nazywamy odwzorowania liniowe T : X — Y.
Powiemy, ze operator T jest ograniczony jezeli

nieréwno$c
Jeso Vxex  [ITx[| < Clx| ( og,anigonogci )

Norma operatora nazywamy najmniejsza stata C w powyzsze] nieréwnosci
T :=inf{C: || Tx|| < C||x|| dla kazdego x € X}

Stw. || T|| = supjx<1 | Tx|| = supju=1 [| Tx|| J

T

///1 Y ar

[
1 1
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Operatory ograniczone

(X0 1) i (Y, ] - ustalone przestrzenie unormowane

Def. Operatorami nazywamy odwzorowania liniowe T : X — Y.
Powiemy, ze operator T jest ograniczony jezeli
nieréwnos$é

< . .

Seso Veex 1Tl < Cllxl Bissiiootl)

Norma operatora nazywamy najmniejsza stata C w powyzsze] nieréwnosci
T := inf{C: || Tx|| < C||x|| dla kazdego x € X}

T jest ograniczony
— ||T| < o0

AN

Stw. || T|| = supjx<1 | Tx|| = supju=1 [| Tx||

Dowdd: Zauwazmy, ze || Tx|| < || T| - ||x]|, dla x € X. Zatem

C:= sup || Tx|| < sup || Tx|| < ||T|. (1)
lIxll=1 Ixll<1
Czyli ||T|| < 0o = C < o0. Jesli C < o0, to dla x € X\ {0} mamy
Il =1= 1Tl < € = B8l < ¢ = || 7x| < C|Ix.

Stad || T|| < C. Z zatem z () teza. ",



Tw. Dla dowolnego operatora liniowego T : X — Y NWSR:

e 17 Jest egramicey Operator liniowy jest

@ T jest odwzorowaniem ciggtym ograniczony = ciagty

@ T jest ciggte w pewnym punkcie xg € X

@ T jest ciggte w zerze

Dowdd: (1)=(2). Ograniczony T ma wtasnos¢ Lipschitza:

ITx =Tyl = [T =) <[ TlHlx =yl
Zatem x — y = Tx — Ty. Czyli T jest odwozorowaniem ciagtym.
(2)=>(3). Jasne (funkcja jest ciagta < jest ciagta w kazdym punkcie)
(3)=(4). Jesli x, — 0, to x, + x0 — x0. Zatem T (x, + x0) — Txo z
zatozenia. Stad Tx, = T(xp +x0) — Txo — Txo — Txo = 0 = T(0).
Czyli operator T jest ciagty w zerze.
(4)=(1). Zatézmy, ze T nieograniczony. Woéwczas istnieje {xn}5,4
taki, ze [|x,| = 1

=1 o,

vn
HTX,,|| -n= f — 00. Zatem

T nie jest ciagty w zerze P

Xn

czyli NI 0, oraz ||T




Prz. 1 (catkowanie)
Niech X := [*(u) oraz Y := FF. Wtedy catka

Toim [ x(O)dult),  x e L(u)
Q
jest operatorem ograniczonym T : L'(u) — F oraz || T|| = 1:

| Tx| =

| x(®) dute

< /Q\x(tn du(t) = 1- x|,

skad || T|| < 1. Z drugiej strony biorac dowolny zbiér mierzalny

A C Q taki, ze 0 < pu(A) < oo i ktadac x = ﬁ]lA mamy

1
xdu:/—]l du=1,
/Q a 1(A) A

czyli ||x|[y =1 oraz |Tx| =1, skad 1 < || T||. Czyli || T|| = 1.
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Prz. 2 (Rézniczkowanie)

Niech X := CA)([0,1]) przestrzen funkcji rézniczkowalnych w
sposéb ciagty i niech Y = C([0,1]). Obie przestrzenie
rozpatrujemy z norma supremum. Operator ré6zniczkowania
T:X—=Y

(Tx)(t) = x(t)  xe cO(0,1]),t € [0,1],

jest poprawnie okreslony i liniowy oraz T jest nieograniczony!
Rzeczywiscie, dla x,(t) = t” mamy

IXnlloo =1 oraz || Txs|l = [|X}]lcc = sup \nt"_ll =n— oo.
tel0,1]

Standardowa norma na przestrzeni C(Y)([0,1]) jest dana wzorem

= o b 00 = t ! t .
Il = Il + 1l = ma [x(2)] + ma [ (2)

Z ta norma na X operator T jest ograniczony oraz || T|| = 1.
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Prz. 3 (Mnozenie przez funkcje)
Niech X =Y = LP(u), 1 < p < 0. Dla a € L>(u) wzor

(Tx)(t) := a(t)x(t), x € LP(u),t €,

definiuje operator liniowy T : LP(u) — LP(p). (dia ]F:(C)

Ponadto || T|| = ||a||Oo Nieréwnos¢ || T|| < ||a]|c wynika z
1Tl = (Jala( \pdﬂ)
(fQ lallg, - Ix(£)|? dix)? = [lallsc - ],

Potézmy A, := {t : |a(t)|P > HaHgo —1/n} oraz x, :=
Wtedy ||x,||, = 1 oraz
1Tl =

An A, |p dpu

> fAn lall% — 5

L dy= a2, L.
Zatem || Tyl — [1alc i stad || T > [l

n

1
(AP La,
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Prz. 4 (Operator kompozycji - zamiana zmiennych)
Niech X = Y = C(Q) gdzie Q zwarta i niech ¢ : Q@ — Q
odwzorowanie ciggte. Sktadanie z odwzorowaniem ¢

(Tx)(t) := x(e(1)), x € C(Q),teq,

definiuje operator ograniczony T : C(2) — C(R2) oraz || T|| = 1.
Nieréwnos¢ || T|| < 1 wynika z
[ Tx[loo = supteq [X(2(2))] = supsep(@)ca [X(5)]
< supseq [X(5)] = [1X[[co-

Biorac x = 1 (funkcja stata, réwna 1) mamy ||x||, = 1 oraz
| Tx||oo = 1. Zatem 1 < || T||. Stad || T|| = 1.

Prz. 5 (Operator kompozycji na LP) ‘

Niech X = Y = LP[0,1], p > 1, oraz o(t) = t>. Pokaza¢, ze
wzér (Tx)(t) := x(¢(t)) definiuje ograniczony operator

T : 17[0,1] — LP[0,1] oraz || T|| = 2.

11

12



Tw. (Zasada ciagtego przedtuzania operatoréw)

Operator ograniczony T : Xy — Y okreslony na geste;
podprzestrzeni Xy C X o wartosciach w przestrzeni Banacha Y
przedtuza sie jednoznacznie do ograniczonego operatora
T:X—=Y oraz |T||=|T|

Dowéd: Niech xo € X = Xo. Wezmy {x,}>2, C X, zbiezny do
xo. Wtedy {Tx,}52; C Y jest Cauchy w Y, gdyz

[0 = Txm|| < TN - IX0 = Xmll — 0, przy n,m — oo.
Skoro Y zupetna, to {Tx,}>2, jest zbiezny do pewnego yo € Y.
Granlcazo nie zalezy od wyboru ciggu {x,}°° .
Ktadac Txp := yo otrzymujemy poprawnie zdefiniowany operator
T : X — Y bedacy przedtuzeniem T. Ponadto

[Tooll = lim [Tl < tim [T - o]l = T - o]l

Czyli T jest ograniczony oraz || T|| < || T||.

Nieréwnos¢ || T|| < || T|| jasna, bo T jest przedtuzeniem T. .



